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INTRODUCTION AU PROUVEUR 19

(1) Zone du but (4) Nom du composant, de I'opération et du numéro

(3) Témoin de
preuve

(2) Zone des
commandes
en ligne

Les éléments de cette fenétre sont :

1 La zone du but : elle contient le but courant affiché dans une fenétre avec ascenseur
horizontal. Cette zone se colore en vert lorsque la démonstration aboutit. Le témoin
de preuve porte alors la mention Proved.

2 la zone des commandes en ligne : dans cette zone vous tapez toutes les commandes. 11
y a quatre sortes de commandes :

— Les commandes d’action : ce sont les commandes de preuve proprement dites. Les
plus courantes sont :
— Prove (pr) : appel au cceur de preuve.
— AddHypothesis (ah) : ajout d’une hypotheése, démontrable a partir des hypotheses
courantes.
— ApplyRule (ar) : utilisation directe d’une régle du prouveur ou ajoutée.
— DoCases (dc) : déclenchement de preuve par cas.
— useBEqualityinHypothesis (eh) : utilisation d’une égalité en hypothese.
— SuggestforEzist (se) : proposition pour un but de la forme Jx.P.
— ParticularizeHypothesis (ph) : instantiation d’une hypothese de la forme Vz.P.
— FalseHypothesis (£h) : dénonciation d’une hypothese contradictoire.
— Les commandes de position : sans permettre d’avancer la preuve, elles servent a
reculer ou a rejouer des commandes enregistrées.
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— Les commandes d’information : sans aucune action sur la preuve, elles permettent

de chercher et d’afficher les informations nécessaires pour progresser dans la démonstration

de la PO. Les commandes les plus importantes de ce type sont Search Hypothesis,
qui permet la recherche d’une hypothése en fonction d’un certain filtre, et Search
Rule, qui permet la recherche d’une regle dans la base de regles.

— Les commandes de “finalisation” : généralisation d’une démonstration, interrup-
tion d’'une preuve qui boucle, demande de la sortie d’'une démonstration apres
succes, etc.

Tous les échanges entre le prouveur et son interface apparaissent dans cette zone de

commandes en ligne. Nous allons examiner de plus pres cette notion essentielle dans

le paragraphe suivant.

3 Le témoin de preuve : il porte la mention Proved quand la démonstration courante
aboutit.

4 Le titre barreau de la fenétre précise le nom du composant, le nom de 'opération dont
est issue l'obligation de preuve et le numéro de cette derniere.

3.1.6 Echanges avec le prouveur interactif

L’outil de preuve interactive est formé de deux parties, le prouveur interactif propre-
ment dit et son interface homme-machine.

Le prouveur effectue les commandes (commandes de preuve ou d’information). L’interface
homme / machine vous affiche les résultats et transmet vos commandes au prouveur. Tout
le dialogue avec le prouveur se ramene a des interactions de type commande vers 1’outil
/ réponse de loutil. Cette interaction en mode ligne est entierement visible dans la zone
des commandes en ligne. Par exemple, si vous appuyez sur le bouton Next de la fenétre de
situation globale, I'interface émet une commande ne (qui veut dire Next) vers le prouveur
de la méme maniere que si vous aviez tapé ne dans la zone de commandes en ligne. Le
prouveur effectue alors la commande, puis renvoie ’état courant sous la forme de lignes
de texte que 'interface répartit dans ses fenétres, tout en laissant une trace de la réponse,
visible dans la zone des commandes en ligne.

L’interface pour la preuve interactive simule donc toujours un dialogue en mode ligne
avec le prouveur, dialogue que 'opérateur peut avoir directement depuis la zone des com-
mandes en ligne. Toutes les opérations peuvent étre faites depuis cette zone (commande
de preuve, positionnement...), mais il faut connaitre la syntaxe de chaque commande. Ta-
pez help pour obtenir la liste des commandes disponibles. Ces commandes sont toujours
composées de deux lettres minuscules, qui sont les premieres lettres des mots composant
le mnémonique de la commande.

Par exemple :
La commande Search Hypothesis s’écrit sh

S’il n’y a qu’'un seul mot dans le mnémonique, la commande est formée de ses deux
premieres lettres : par exemple, ne pour Next ou qu pour Quit. Ces commandes prennent
souvent des arguments utilisant des mots clefs, comme Goal, A11Hyp (des dialogues par
boutons pourraient éviter d’avoir a employer ces mots clef).
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3.2 Le principe de la preuve interactive

Comment les commandes évoquées précédemment peuvent-elles faire aboutir une preuve
qui échoue lorsqu’elle est lancée en mode automatique ? Comment pourrez-vous piloter une
preuve vers son succes avec ces commandes ? Ce sont les questions auxquelles nous allons
répondre dans ce paragraphe. Nous montrons le principe de ce pilotage sur un exemple.

Soit & démontrer le lemme suivant :

rzrel..10 A

yy €2..10 A
zz€3..10
=

max({zz,yy, zz}) < 10

Nous supposons que les mécanismes du cceur de preuve ne suffisent pas a démontrer ceci.
Pour démontrer ce lemme, il faut faire trois cas suivant que le maximum est xzx, yy ou zz.
L’opérateur peut déclencher un premier cas par une commande DoCases :

dc(max({zx, yy, zz}) = zx)

La preuve se poursuit alors pour max({zz,yy, 2z}) = xx, puis pour max({zzx,yy, zz}) #
xx. Il est possible que ces deux cas soient directement démontrés par les mécanismes
du ceeur de preuve, c’est ce que nous supposerons, dans ce cas la preuve aboutit. une
action opérateur déclenchant une preuve par cas a suffi pour permettre la
démonstration.

Le but de cet exemple est de faire comprendre comment une interaction dans une preuve
peut faire aboutir celle-ci par les mécanismes du coeur de preuve, sans que vous n’ayez
introduit la moindre connaissance mathématique non validée. En fait, vous pilotez la
preuve en ajoutant votre intuition, puis en relancant le prouveur jusqu’au nouvel échec
ou jusqu’au succes. d’apres une expression tres imagée de F. Mejia, 'opérateur “joue au
billard” avec les mécanismes du prouveur.

Il est clair qu’une bonne intuition de ce que les mécanismes vont faire est utile pour ce
style de preuve interactive. Par exemple, soit a prouver :

zr € N A
yy € N A

yy <10 A
zr+1—-8<yy
=
zr+1-8<10

Les mécanismes du cceur de preuve peuvent échouer sur un tel lemme car ils cherchent
d’abord a simplifier le but, qui devient zz < 17. Il est alors beaucoup plus difficile de
faire le lien avec I’hypothese clef xz + 1 — 8 < yy. Si 'opérateur voit cette simplification
mal choisie, il décide d’agir avant d’appeler le coeur de preuve. Une action possible est de
provoquer Iapplication de 'une des régles de la base du prouveur (nous verrons plus loin
le format de ces régles et comment on les recherche par SearchRule). Supposons qu’il existe
une regle “OrderXY.77” qui puisse démontrer notre PO. La commande pour I'appliquer
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est ApplyRule, nous ne décrirons pas ici sa syntaxe ni celle de notre regle. La commande
tapée serait par exemple :

ar (OrderXY.77,0nce)

La preuve réussit. Nous avons alors affaire a une preuve effectuée de maniere totalement
manuelle, sans appel au coeur de preuve et sans ajout de regle.

Dans certains cas, il se peut que la regle spécifique nécessaire a la preuve ne soit pas dans
la base du prouveur, et qu’aucune autre méthode de démonstration n’aboutisse. Il faut
alors ajouter la regle en tant que régle manuelle.

Si des regles manuelles ont été utilisées pour la preuve d’'un composant, cette preuve
peut étre fausse si certaines des regles sont fausses. Il s’agit alors d’une preuve sortant
de la spheére sécuritaire du prouveur de I’Atelier B, mais la validation de cette preuve se
ramene a la validation des regles manuelles, plus simple que la validation de la preuve
elle-méme. Il faut donc que le nombre et la complexité de ces regles soient petits devant la
taille de la preuve initiale. En pratique cela s’obtient en utilisant les regles manuelles de
maniere occasionnelle, conjointement avec les mécanismes sécuritaires du prouveur. Les
regles manuelles ne résolvent alors que des sous buts. Les regles manuelles sont écrites
dans un langage appelé langage de théorie, dans le fichier composant.pmm. Ce fichier est
totalement écrit par l'opérateur, I'outil ne le crée pas par défaut afin que son absence
éventuelle valide la preuve.

Pour expliquer le principe de la preuve interactive, nous avons du aborder tres rapidement
les notions de regle, de commande d’application de regle, .. .sans les détailler. C’est ’objet
du chapitre [6]

3.3 Conclusion

Vous savez maintenant faire fonctionner le prouveur dans 1’Atelier B, et par quels prin-
cipes les obligations de preuves dont la démonstration automatique échoue peuvent étre
démontrées interactivement. La suite de ce manuel insiste sur la méthodologie de la preuve
plutot que sur la présentation des différentes commandes. En effet, la preuve d’un projet
B doit étre conduite avec méthode.

Avant d’utiliser le prouveur interactif pour démontrer les obligations de preuve de votre
projet, lisez le chapitre [4. En commencgant directement par la preuve formelle vous risque-
riez de dépenser beaucoup de temps sur des obligations de preuve non essentielles, et de
découvrir ensuite des erreurs dont la correction invalide les preuves précédentes.

Les commandes du prouveur interactif sont décrites en détail dans le manuel de référence
du prouveur. Il n’est pas nécessaire de lire cette référence entierement pour pouvoir uti-
liser le prouveur, en effet les commandes seront présentées dans le chapitre [6] par ordre
d’importance. Il suffit alors de consulter le manuel de référence suivant les besoins.



Chapitre 4

Méthode générale

4.1 Les phases de preuve

Quelles sont les activités de preuve dans le développement d’un projet informatique utili-
sant la méthode B et I’Atelier B ? Etudions ceci sur un exemple : soit un projet constitué
d’une seule machine abstraite (la spécification) et de son implantation (le programme
concret). Ce projet sera probablement réalisé de la maniére suivante :

1. Ecrire la machine abstraite en fonction du cahier des charges;
2. Controler la formalisation correcte du besoin ;

3. Lancer le prouveur automatique sur cette machine abstraite ;
4

. S’il reste des obligations de preuve non automatiquement démontrées, controler ra-
pidement qu’elles soient justes. Si certaines sont fausses, la machine abstraite est
incohérente, il faut la corriger ;

Ecrire I'implantation ;
Relire cette implantation par rapport a la machine abstraite ;

Lancer le prouveur automatique sur I'implantation ;

N e o

S’il reste des obligations de preuve non démontrées, controler qu’elles soient justes.
Si certaines sont fausses I'implantation n’est pas correcte, il faut la corriger ;

9. Faire la démonstration formelle des obligations de preuve restantes dans la machine
abstraite et dans 'implantation a l'aide du prouveur interactif.

Dans le processus de développement ci-dessus, les étapes 3, 4, 7, 8 et 9 sont les étapes de
preuve. Nous voyons que la preuve formelle complete est faite a la fin : il faut éviter les
démonstrations longues tant que les composants risquent de devoir étre modifiés. C’est
pourquoi il y a deux phases bien distinctes dans 'activité de preuve en B : la mise au
point des composants par vérification des obligations de preuve et la preuve formelle
finale.

Cette distinction se retrouve toujours quelle que soit la méthode de développement utilisée.
Notons que dans les étapes 3 et 7, il faut utiliser le prouveur automatique configuré pour

23
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étre assez rapide (force 0, voir paragraphe suivant), car nous devrons attendre qu’il termine
pour passer a 1’étape suivante.

Savoir si on se place en phase de mise au point ou en phase de preuve finale est essentiel.
Cette méthode par phase peut se représenter par le schéma suivant :

MISE AU POINT : ch. B

modifier pour que
les PO non automatiquement
démontrées “paraissent” justes

Y

non
<—Gériﬁcation compléte@

oul

PREUVE FORMELLE : ch.

faire la démonstration
formelle des PO non
automatiquement démontrées

Y

oul
( il reste des PO fausses ? )—>

non
Y

( FIN )

Attention : ce que nous appelons “mise au point” désigne implicitement la mise au point
du point de vue preuve : nous n’abordons pas dans ce manuel les méthodes générales pour
écrire et controler des projets en langage B.

Faut-il avoir fini la phase de mise au point de tous les composants du projet avant de passer
en phase de preuve formelle ? Faut-il finir complétement la mise au point d’un composant
avant d’écrire le composant suivant 7 Nous resterons volontairement imprécis sur ce sujet,
qui dépend de la taille et de la structure du projet. Tout au plus peut on dire qu’il ne faut
pas attendre d’avoir écrit tous les composants du projet avant d’aborder les problemes de
preuve, et qu’il ne faut pas entreprendre trop tot la preuve formelle d’un composant.

Durant la phase de preuve formelle, on suppose ne plus avoir a retoucher les composants,
sauf si une obligation de preuve supposée juste est en fait fausse. Dans ce cas ’impact
des modifications sur les démonstrations déja faites peut provoquer des pertes
de temps. C’est pourquoi la phase de mise au point est tres importante.

Les changements de phase de preuve sont des étapes délicates. Lors de ces changements,
attention aux pieges suivants :
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— S’assurer que les composants ont bien leur forme définitive avant la phase
de preuve formelle. Il est en effet courant d’écrire les composants dans une version
réduite ou incompléte pour une mise au point rapide, en prévoyant une étape de finition.
Cette finition doit étre faite avant la preuve formelle.

— En phase de preuve formelle, s’assurer que toutes les obligations de preuve
peuvent étre présumées justes. En effet, si une obligation de preuve fausse est
découverte durant la phase de preuve formelle, 'opérateur est tenté de poursuivre cette
phase apres avoir modifié un composant, alors qu’il est impératif de refaire une phase
de mise au point.

4.2 L’utilisation des forces du prouveur

L’opérateur ne s’attend jamais a ce qu'un ordinateur concoive et réalise les programmes
a sa place, parce que lordinateur ne peut pas deviner ce qu’il faut obtenir. Dans le
domaine de la preuve au contraire, ce qu’il faut obtenir est clair : nous voulons des
démonstrations des énoncés a prouver a partir d’un ensemble de regles connues. Il n’existe
malheureusement pas d’algorithme qui produise la démonstration de tout énoncé correct,
les démonstrateurs automatiques et en particulier celui de I’Atelier B appliquent donc un
ensemble de tactiques plus ou moins heuristiques qui peuvent échouer ou aboutir. Si une
démonstration est obtenue elle est correcte mais 1’échec d’une tactique ne prouve pas que
I’énoncé est faux.

Une différence importante entre la preuve et d’autres taches plus classiques comme par
exemple la conception de programmes est donc la possibilité d’aboutir par le travail au-
tomatique d’un ordinateur. Pour cette raison il est toujours souhaitable de faire travailler
les prouveurs automatiques sur les projets a démontrer quel que soit le temps de calcul
nécessaire, parallelement au travail de preuve manuel.

Les tactiques employées en preuve automatique sont généralement d’autant plus couteuses
en temps de calcul qu’elles sont capables de trouver des démonstrations complexes. De plus
les tactiques les plus completes peuvent souvent provoquer des boucles infinies dans les
démonstrations. C’est pourquoi les différentes tactiques du prouveur de I'atelier B ont été
regroupées en forces. Les différentes forces sont les suivantes :

Force Temps indicatif par lemme performance
0 toujours moins de 10 secondes 70%
1 de quelques secondes & 2 ou 3 minutes +1%
2 de quelques minutes a quelques dizaines de minutes +3%
3 de quelques dizaines de minutes a plusieurs heures +1%
“Rapide” | moins de trois secondes 30%

Les temps ci-dessus sont indicatifs, ils concernent surtout les premieres obligations de
preuve de chaque opération. En effet les obligations de preuve suivantes ont beaucoup
d’hypotheses en commun avec les premieres et le traitement de ces hypotheses est factorisé.
Les performances sont tres indicatives; elles sont indiquées en pourcentage d’obligations
de preuve démontrées sur un projet “standart” entierement juste. Les performances des
forces 1, 2 et 3 sont indiquées en gain par rapport a la force précédente parce que les
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forces 1, 2 et 3 s’emploient toujours en séquence a partir de la force 0. Ainsi les forces
les plus élevées ne peuvent traiter des lemmes démontrés dans une force inférieure, ce qui
économise le temps de calcul et limite le risque de déclencher des boucles infinies. La force
“Rapide” s’emploie seule.

La force 0 est considérée comme 'optimum entre 'efficacité et le temps de calcul. C’est
cette force qui doit étre utilisée pour tenter de démontrer les obligations de preuve avant
méme de les lire, afin de limiter leur nombre. Elles sont en effet trés nombreuses, on
compte en moyenne une obligation de preuve par ligne de code exécutable produite. La
force “Rapide” n’a pas des performances suffisantes pour cet emploi. Les forces 1, 2 et 3
s’emploient plutot en parallele durant les phases de mise au point et de preuve formelle,
en espérant que certaines obligations de preuve seront démontrées automatiquement avant
d’avoir été traitées manuellement.

Les principes d’utilisation des forces du prouveur de I’Atelier B sont les suivants :

— Employer la force 0 : ne jamais examiner une obligation de preuve avant d’avoir tenté
de la démontrer avec le prouveur automatique en force 0.

— “Occuper” les ordinateurs : si vous disposez d’ordinateurs inemployés sur lesquels
I’Atelier B est installé, il est toujours utile de lancer le prouveur automatique en force
1, 2 ou 3 sur ceux-ci pour démontrer des obligations de preuve justes de votre projet.

— Ne pas attendre : n’attendez pas que le prouveur automatique en force 1, et ou 3
termine le traitement de votre projet pour commencer les phases de mise au point ou
de preuve formelle.

Le prouveur automatique est aussi employé en preuve interactive. Ceci peut sembler
paradoxal, mais ce que nous appelons preuve interactive est en fait une preuve semi-
automatique dans laquelle les actions de 'opérateur s’intercalent entre des appels au coeur
de preuve. Il faut donc choisir la force utilisée également en preuve interactive, elle condi-
tionne toutes les interventions du coeur de preuve dans les démonstrations manuelles. Dans
la majorité des cas, il est conseillé d’employer la force 0 ; la force 1 est parfois utilisée aussi.
Nous verrons ceci en détail dans le chapitre [6]

4.3 Les lemmes de bonne définition

Il est possible d’écrire des expressions qui ressemblent & des expressions mathématiques,
mais qui n’ont pas de sens : par exemple max(&). Nous utilisons a tort ’opérateur max qui
n’est défini que pour un ensemble d’entiers au moins non vide. De telles expressions posent
des problémes concernant la preuve automatique par regles d’inférence. Nous n’aborderons
ces problemes que du point de vue de leurs conséquences pratiques. L’outil mdelta permet
de vérifier a posteriori la validité d’un projet B au sens de sa bonne définition (voir Outil
mdelta - Manuel Utilisateur) en générant des lemmes de bonne définition.Dans la plupart
des cas, ces lemmes de bonne définition sont triviaux, il suffit de les lire rapidement pour
les vérifier. Si I'un de ces lemmes est faux alors :
— Soit il y a des expressions mal typées dans les composants en cours de preuve : en
principe, cela provoque toujours ’apparition d’une obligation de preuve fausse, que le
prouveur ne démontre pas.
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— Soit I'une des expressions ajoutées en cours de preuve interactive est dépourvue de sens.
Attention, dans ce cas la preuve n’est pas valide (il est néanmoins tres rare qu’elle puisse
aboutir).

Le controéle de type des composants B écarte la plupart des possibilités d’expressions mal

formées. Les problemes restants relevent de la preuve, ce sont :

— card(E) si E n’est pas un ensemble fini.

— les expressions max(E), min(E) si E est vide ou si E n’admet pas de maximum ou de
minimum.

— les expressions f(x) si  n’est pas dans le domaine de f, ou si f est une relation mais
pas une fonction.

— les divisions par une expression potentiellement nulle.

— size(s), tail(s), etc. si s n’est pas une séquence, par exemple size({2 — 3}).
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Chapitre 5

La phase de mise au point

Les notions essentielles présentées dans ce chapitre sont les suivantes :
Méthode générale : apres relecture et preuve en force 0 du composant, parcourir et examiner les PO.

Les moyens de visualisation d’une PO sont le PO viewer ou le prouveur interactif.
Avec le prouveur : choisir la PO, faire dd, utiliser les fonctions de recherche.

Le parcours des obligations doit conduire en premier vers les PO difficiles.

Il faut parcourir la liste des obligations en remontant.

On peut faire plusieurs phases de parcours des obligations : rapide, finale ou bien rapide, de simplification,
finale.

L’examen d’une obligation de preuve se fait en cinq étapes : lecture du but, justification, sélection des
hypotheses clefs, démonstration intuitive, notes et essais.

Lors de 'examen d’une obligation, le composant B doit étre accessible.

Lecture du but : il faut U'interpréter et isoler la contrainte vérifiée.

Justification : utiliser le sens physique du composant.

Sélection des hypothéses : chercher en remontant et utiliser les fonctions de recherche du prouveur.
Démonstration intuitive : reprendre la justification et voir les régles employées.

Notes et essais : noter les simplifications envisagées et tenter une démonstration rapide.

La simplification des expressions d’un composant peut faciliter sa preuve.

Tout projet juste n’est pas forcément démontrable : sous une forme maladroite, le projet peut produire
des preuves trop compliquées.

Redécouper un projet pour simplifier sa preuve.

Mettre les expressions sous la forme normalisée du prouveur.

Chercher & faire apparaitre des égalités littérales.

Chercher a mettre les expressions arithmétiques sous forme canonique.

La preuve rapide d’une PO doit étre tentée en se donnant une limite de temps.
Essayer en premier le prouveur de prédicats.

Ne pas tenter de démonstration de plus de 5 commandes.

Tenter de généraliser une démonstration rapide a d’autres obligations.

Les obligations avec des expressions complexes peuvent se lire en utilisant le prouveur comme simplificateur.
Les buts existentiels simples se traitent avec SuggestforFExists, ils traduisent parfois un exces d’indéterminisme
dans le composant.

Les buts existentiels abstraits traduisent ’expression imprécise d’une constante abstraite.

Les buts non découpés sont souvent dus a des disjonctions.

Si une obligation de preuve fausse est découverte, il faut corriger le composant avant de poursuivre.
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Il faut vérifier que I’obligation est bien fausse, ce n’est pas évident.
Chercher un contre-exemple est un bon moyen de s’assurer qu'une obligation est fausse.
Reporter le contre-exemple dans le composant permet de localiser I’erreur.

5.1 La méthode générale de mise au point

La méthode générale de mise au point d'un composant par la preuve consiste a parcourir
les obligations de preuve pour vérifier qu’elles sont toutes justes. A chaque obligation
de preuve fausse découverte, le composant est modifié. De fagon a limiter le nombre de
lemmes a lire, la phase de mise au point doit étre faite apres le passage du prouveur en
force 0. La force 0 du prouveur a été prévue pour cet usage, au contraire des forces plus
élevées qui sont beaucoup plus couteuses en temps. La force 0 est le compromis idéal
entre la performance et le temps pour assurer la correction d priori des composants (voir

paragraphe [4.2)).

La phase de mise au point par la preuve ne doit commencer que si il n’y a plus de
corrections visibles par la seule lecture du composant. Autrement dit, le composant
doit avoir été relu avant la phase de mise au point par la preuve. En effet il n’est pas
nécessaire de passer par le controle de tres haut niveau que représente la preuve si les
erreurs se détectent par simple lecture!

En résumé, la méthode générale en phase de mise au point est la suivante :

Apreés relecture du composant et aprés avoir appliqué la preuve automatique
en force 0;

— Parcourir les obligations de preuve restantes (voir paragraphe [5.3) ;
— Examiner chaque obligation de preuve en utilisant la méthode du paragraphe

paragraphe

Ces deux étapes seront examinées en détail dans la suite de ce chapitre. Pour l'instant,
nous allons étudier les méthodes pratiques de visualisation d’obligations de preuve avec
I’ Atelier B.

5.2 Meéthodes de visualisation des obligations de preuve

Pour faire défiler les obligations de preuve non démontrées par la force 0 du prouveur, il
y a deux méthodes :

— Par le PO Viewer : utiliser le PO Viewer de I’ Atelier (accessible par le menu Status. . .
Show/Print PO de la fenétre principale). Le PO Viewer est un simple visualisateur
d’obligations de preuve, sans traitement.

— Par le prouveur : entrer dans le prouveur interactif, et pour chaque PO a visualiser
faire dd (Deduction, pour monter les hypotheses locales) et rp (ReducedPo, visualisation
réduite aux hypotheses qui ont un symbole en commun avec le but.



